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Introdução
Este livro é escrito em memória de Paulo 

Abrantes e dedicado aos colegas profes-
sores de matemática — aqui representados 
por Adelina Precatado — que nos últimos 
trinta anos tanto apoiaram o autor nesta e 
noutras aventuras educativas. No caso deste 
projecto, devo referir em especial os colegas 
Adelina Precatado, Paula Teixeira, Pedro 
Macias Marques e Rita Bastos.

A introdução a um livro escreve-se nor-
malmente depois de estar pronto ou quase. 
Como este livro será publicado online à 
medida que for sendo escrito e provavel-
mente nunca será acabado, neste caso estará sempre em revisão...

Este livro destina-se a ajudar os professores de Matemática que pretendam trabalhar com os seus 
alunos temas de matemática e da sua história dizendo respeito às relações muito importantes que durante 
o período do Renascimento se desenvolveram entre arte e geometria. Se o leitor fizer uma pesquisa nos 
actuais programas e metas curriculares de matemática dos ensinos básico e secundário, tentando encontrar 
referências, por exemplo, aos termos arte, arquitectura e visualização, verá que eles estão completamente 
ausentes  desses textos... Este livro pretende colmatar em parte este facto, enquanto a substituição urgente 
daqueles programas não se realiza.

Como é natural, o texto será acompanhado de inúmeras figuras e reproduções de obras de arte que 
exigirão naturalmente a utilização intensa de cores, para além do preto e do branco, o que dificulta a sua 
divulgação impressa na forma habitual. Por outro lado será utilizado um programa de geometria dinâmica 
(The Geometer’s Sketchpad) que não só servirá para construir as figuras como poderá ajudar os leitores a vi-
sualizar melhor as construções geométricas e a experimentar por si próprios — com este software ou outro 
equivalente — essas construções. 

Paulo Abrantes, Adelina Precatado e Eduardo Veloso. II CIBEM, Brasil, 1994
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Tornou-se portanto recomendável a publicação do livro online,  em conjunto com vídeos  explicativos das 
diversas construções. Embora o livro seja escrito no programa InDesign, ele será depois transformado num 
ficheiro pdf interactivo e distribuído online no site da Associação de Professores de Matemática. Serão tam-
bém publicados outros elementos de apoio à leitura do livro, como por exemplo vídeos. 

Existem diversos e magníficos livros com as mesmas finalidades do que agora publicamos e que ob-
viamente nos serviram de apoio na consecução deste projecto. Eles serão referenciados múltiplas vezes 
ao longo do presente livro e os leitores interessados neste tema deverão adquiri-los ou consultá-los.

O método que seguimos foi descrever e analisar as experiências de alguns artistas do Renascimen-
to nas suas tentativas para encontrar uma nova visão das pessoas e objectos que os rodeavam ou que  
imaginavam, mais de acordo com a sua cultura, num sentido amplo e profundo do termo, construindo 
assim, pouco a pouco, o sistema de representação que foram intuindo, ou seja a perspectiva linear. E em 
seguida descrever sucintamente os fundamentos geométricos  dessa representação. 

Já passaram mais de mil anos sobre o estabelecimento em bases sólidas de subdomínios da geometria 
que nos permitem compreender as tentativas e explorações dos artistas do Renascimento. A geometria 
projectiva de Desargues e Poncelet e a geometria descritiva de Monge são os fundamentos para essa com-
preensão. Em particular, a geometria descritiva elementar é, para os objectivos do ensino da matemática 
para todos que defendemos, um tema fundamental. 
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Giotto

É habitual começar um novo capítulo com Giotto;
os italianos estavam convencidos que uma nova época, na arte,

tinha começado com o aparecimento deste grande pintor;
veremos que tinham razão.

Mas, em qualquer caso,
pode ser útil lembrar que não existem

novos capítulos nem novos começos na história real,
e que nada é subtraído à grandeza de Giotto

se compreendermos que os seus métodos
devem muito aos mestres bizantinos

e a sua visão objectivos aos grandes escultores das catedrais [gótica
 E. H. Gombrich. The Story of Art

Giotto di Bondone (1266–67/1276 (?), 1337) é por muitos reconhecido como um dos mais im- 
portantes pintores do séc. XIV e como percursor do Renascimento. Existe no entanto uma grande 
incerteza quanto à autoria de algumas obras que lhe são atribuídas, em parte resultante de dúvi- 
das quanto à data do seu nascimento. Foi discípulo de Cimabue e autor de pinturas em têmpera e 
frescos em capelas (Assis, Roma, Florença), num estilo que rompeu genialmente com as práticas 
pictóricas da Europa medieval.

Como afirma Peter Murray no seu recente texto na Enciclopédia Britânica, Giotto foi o autor de
uma bem sucedida inovação — “um verdadeiro renascimento dos ideais clássicos e de uma nova expressão 
artística da nova humanidade que S. Francisco trouxe para a religião”. Note-se que isto não significa que as 
“práticas pictóricas da Europa medieval” estivessem erradas, mas simplesmente que os seus objectivos eram 
diferentes daqueles que eram pretendidos nesta nova expressão artística.

Fig. 1. Giotto. Fides. Capela degli Scrovegni
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Ninguém melhor do que Gombrich poderia descrever esta dicotomia, pelo que passamos a transcrever 
uma passagem (pág. 202) do seu magnífico livro The Story of Art. Gombrich compara um dos frescos de Giot-
to na Capela da Arena, em Pádua (fig. 2), com uma iluminura do Evangelho de S. João (fig. 3):
“O assunto é a Lamentação sobre Cristo morto, com a Virgem beijando o seu Filho pela última vez. Na ilu-
minura o artista não estava interessado em representar a cena como teria acontecido. Escolheu o tamanho das 
figuras de modo que ficassem bem distribuídas na página, e se tentamos imaginar o espaço entre as figuras do 
primeiro plano e S. João na retaguarda — com Cristo e a Virgem entre eles — vemos como estão apertados 
entre si e como o artista pouco se preocupou com a questão do espaço. [...] O método de Giotto é completa-
mente diferente. A pintura, para ele, é mais do que um substituto da palavra escrita. Parece-nos que testemu-
nhamos o próprio acontecimento como se se passasse num palco. Compare-se o gesto convencional da lam-
entação de S. João na iluminura com o movimento apaixonado de 
S. João quan- do se inclina para a frente na pintura de Giotto, com 
os braços estendidos. Se tentamos aqui imaginar a distância entre 
as figuras do primeiro plano e S. João, percebemos imediatamente 

que há ar e espaço entre
 elas e que podem todas mover-se. Es-
tas figuras no primeiro plano mostram 
como a arte de Giotto era inovadora em 
todos os aspectos. Recordemos que a arte 
cristã primitiva se tinha convertido à an-
tiga ideia Oriental de que para transmitir 
uma história de forma clara cada figura 
devia ser mostrada completamente, como 
acontecia na arte egípcia. Giotto abando-
nou estas ideias. Não preci- sava de esses 
“truques” simples. Mostra-nos de modo 
tão convincente como cada figura reflecte 
o sofrimento daquele momento que senti-
mos o mesmo sofrimento nas figuras cujas 
faces não vemos.”Fig. 2. Giotto. Lamentação sobre Cristo morto. 

Capela da Arena, Pádua.
Fig. 3. Lamentação sobre Cristo morto. 
Bonmont, iluminura. c. 1250-1300
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Brunelleschi

Fillipo Brunelleschi (1377-1446) foi o arquitecto florentino
encarregado de terminar a construção da catedral de Florença.

Os florentinos desejavam que a sua catedral
fosse coroada por uma cúpula grandiosa,

mas ninguém parecia capaz de cobrir o imenso espaço
entre os pilares sobre os quais ela deveria assentar.

Quando Brunelleschi foi chamado para a construção
de novas igrejas e outros edifícios[...] decidiu adoptar
o programa daqueles que há muito tempo desejavam

reviver a grandeza romana.
Viajou para Roma estudou e mediu ruinas de igrejas e palácios.[...] 

O que pretendia era a criação de uma nova maneira
de construir, na qual as formas da arquitectura clássica

fossem utilizadas livremente
para criar novos modos de harmonia e beleza.

E. H. Gombrich. The Story of Art

Brunelleschi não publicou nada sobre os métodos geométricos relativos à perspectiva linear, embora não 
existam dúvidas sobre o facto de os ter estudado. Ficaram célebres dois painéis da sua autoria — referentes 
ao Batistério de Florença (fig. 9) e ao Pallazzo Vecchio (fig. 10) — demonstrativos de métodos de represen- 
tação, na pintura, de efeitos semelhantes aos da nossa visualização dos objectos no espaço. Os painéis em 
si não existem, e a descrição que deles faz António Manetti é muito insuficiente para compreendermos os 
processos usados na sua construção.

Martin Kemp inclui no seu livro The Science of Art um apêndice sobre os Painéis de Demonstração de 
Brunelleschi no qual imagina em que consistiriam esses painéis, mas apesar dos seus esforços a falta dos 
painéis reais não consegue ser colmatada.

Fig. 4. Brunelleschi. Cúpula da Catedral de Florença (c.  1420-36)
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Leon Battista Alberti, (1404-1472), arquitecto do círculo de Brunelleschi, dedica-lhe o seu livro Della Pic-
tura, em que descreve os principais métodos da perspectiva linear, e tudo leva a crer que esta foi desenvolvi-
da numa colaboração entre os dois. Brunelleschi deixou-nos, além dos princípios da perspectiva linear, que 
foram desenvolvidos e demonstrados posteriormente por matemáticos, peças notáveis de arquitectura, de 
que apresentamos como exemplo a Capela Pazzi em Florença, uma obra de 1430.

Fig. 5. Baptistério de Florença

Fig. 6. Brunelleschi. Capela Pazzi

Fig. 8. Palácio Vecchio

Fig. 7. Brunelleschi. Capela Pazzi (interior)
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Alberti                                                     

                                Mesmo para um homem do Renascimento,
Leon Battista Alberti (1404-1472) tinha um amplo campo de interesses. 

Frequentou uma escola em Pádua, onde estudou latim e grego,
e depois prosseguiu a sua educação na Universidade de Bolonha,

onde se dedicou ao estudo do direito.
Deu uma atenção pouco habitual ao quadrivium das artes liberais,

em especial à matemática e à óptica.[...]
O seu amplo campo de interesses revela-se nas suas obras,

que incluem uma comédia em latim,
livros sobre filosofia, ética e aplicações práticas da matemática,

e duas obras sobre arquitectura e pintura que se tornaram clássicas,
Della Re aedifictoria e Della Pictura.

Kirsti Andersen. The Geometry of an Art. 
The History of the Mathematical Theory of Perspective from Alberti to Monge.

       

Construção de Alberti

Iremos começar por descrever o que Kirsti Andersen designa por “construção de Alberti”. Trata-se do pri-
meiro texto do Renascimento a abordar a perspectiva linear embora não, obviamente, com essa designação.
Alberti imagina um objecto no espaço, um ponto de vista e o conjunto dos raios visuais — a pirâmide visual — 
que partem do objecto em direcção ao ponto de vista. Imagina ainda um plano — o plano da figura — situado 
entre o objecto e o ponto de vista. Alberti escreve então que uma pintura será a intersecção daquela pirâmide 
com o plano da figura.

Fig. 9. Alberti. Palazzo Rucellai, 
Florença, c. 1460
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A observação seguinte sobre o Della Pictura, feita por J. V. Field, é muito importante para orientar o nosso 
tratamento das propostas de Alberti:

“... a descrição de Alberti sobre perspectiva não é dirigida a artistas. Está apenas a descrever os principais 
aspectos de um procedimento aos que queriam compreender algo sobre ele. O mesmo é de facto verdadeiro 
em relação ao tratamento por Alberti de outros aspectos da pintura”.

Na realidade, o que Alberti pretendia era encontrar um método para um pintor produzir, relativamente a um 
objecto, uma imagem pintada num plano — plano da figura — que parecesse aos nossos olhos ser idêntica 
ao objecto original. É por esta razão que não tentaremos imaginar que figuras (na realidade inexistentes) Al-
berti poderia ter feito para acompanhar a sua exposição mas usaremos, a acompanhar as suas ideias, aquelas 
figuras que nos parecerem actualmente mais apropriadas para a sua compreensão pelos nossos leitores. As-
sim, se pretendemos representar no ecrã o espaço tridimensional em que nos situamos, podemos fazê--lo              
considerando, como na fig. 10, uma representação em perspectiva cavaleira — inventada 4 séculos depois de 
Alberti ter vivido... —:

• um plano horizontal, representado por um paralelogramo π1;
• um plano vertical, representado por um rectângulo π2; será o plano da figura.
• a intersecção dos dois planos, que designaremos por Linha Terra (LT).
• o espaço onde se situam os objectos a representar será  “o lado de lá do plano 
da figura π2”.

Um objecto nesse espaço será por exemplo o triângulo ABC; para definir-
mos a sua posição exacta devemos indicar a sua projecção vertical, A1B1C1 no 
plano π1. Representamos o pintor pelo par de pontos (O, Ft) ,O de occhio e Ft 
de foot. Se unirmos por meio de rectas o ponto O aos vértices do triângulo 
ABC, obtemos um conjunto de rectas e planos no espaço a que Alberti chama 
pirâmide visual relativa ao triângulo ABC e ao ponto de vista O. A intersecção 
da pirâmide visual com o plano da figura será o triângulo a vermelho A’B’C’ , a 
que Alberti chama pintura.

Para ver como se comporta a figura em perspectiva linear quando a posição 
do ponto de vista se altera, veja o vídeo_fig_10.mov. 

J. V. Field. The Invention of 
Infinity, Mathematics and Art 
in the Renaissance, pg. 25.

LT

π2

π1

C'

B'
A'

A1

B1

C1

L

Ft

O

A

B

C

Fig. 10. 

video_fig_10.mov
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Se estivermos a trabalhar num programa de geometria dinâmica, como o Sketchpad, podemos fazer a 
construção de tal modo que os pontos O e F sejam móveis, apreciando assim o efeito sobre a figura final da 
posição do ponto de vista.

Depois de expor esta ideia fundamental, Alberti prossegue exemplificando outras construções habitu-
ais que os pintores encontram no seu trabalho. Iremos referir apenas um dos aspectos importantes da ex- 
posição de Alberti, que se refere ao traçado de rectas características do interior de uma sala pavimentada, um 
tema habitual na pintura renascentista.

Ortogonais, transversais, verticais
 Encontramos diversas pinturas do Renascimento que incluem interiores de salas com o soalho e o teto 

pavimentados. Por exemplo, na capa deste livro o teto da sala representada tem uma decoração em relevo em 
madeira (designada por caixotão). Mas essa decoração do tecto podia assumir outras formas. O soalho tam-
bém podia ter pavimentações de diversos tipos. Quando um pintor imaginava um acontecimento passado 
no interior de uma sala — como neste caso Giotto — parte da pintura devia reproduzir as paredes dessa sala 
e essas decorações. Neste ponto iremos simplesmente ver como se pode determinar a pintura — ou seja, para 

nós, a perspectiva linear — das paredes, soalho e teto dessa sala. 
 Para isso iremos considerar a fig.  11, em que está representada  (em perspec-

tiva cavaleira) uma sala ABCDEFGH em forma de paralelipípedo. O plano da 
figura é o plano da parede ABFE (essa parede é assim retirada da figura inicial, 
por assim dizer).   Acrescentámos também a projecção Ce sobre o plano da fig-
ura do ponto de vista O. Esse ponto é designado por ponto cêntrico e desem-
penhará um papel importantíssimo no desenvolvimento ulterior das práticas 
respeitantes à perspectiva linear, por exemplo em Piero della Francesca. 

O nosso objectivo é determinar como a sala irá ser representada em perspectiva 
linear no plano da figura ABFE. Ou seja, queremos traçar as imagens em per-
spectiva linear dos segmentos AD, DC, CB, EH, HG e GH. Não vamos aqui ex-
plicitar o modo como Alberti ou outros artistas do Renascimento imaginaram 
um processo para o fazer, mas simplesmente como — na qualidade de profes-
sores de Matemática ou mesmo alunos do nosso tempo, no espaço da geometria 
projectiva em que vivemos — o podemos fazer. 

Os pontos que estamos a 
referir serão estudados, de 
modo rigoroso, nas Notas 
sobre Geometria (ver Índice). 
Trata-se agora de perceber 
como foram abordados, de 
modo experimental e intu-
itivo, no Renascimento. O 
que Alberti designava como 
pintura é agora a perspectiva 
linear.

LT

plano da figura

Ce

GH

A B

D C

FE

L

Ft

O

Fig. 11 
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Consideremos a recta p=EH. Pretendemos determinar a sua imagem em perspectiva linear (no plano da 
figura).  A recta p é ortogonal ao plano da figura — de resto, também o são as 
rectas q=AD, r=BC, s=BC e mesmo OCe. São rectas pertencentes à chamada 
família de rectas ortogonais, como se tornou habitual designar as rectas per-
pendiculares ao plano da figura. 

Todas as ortogonais, sendo paralelas, têm o mesmo ponto do infinito, e o 
ponto Ce é assim a perspectiva linear desse ponto. Assim sendo, a perspectiva 
linear de EH passa por Ce. E como E é um ponto do plano da figura, coin-
cidindo assim com a sua perspectiva linear,  obtemos desta forma a recta p´ 
e analogamente, q´, r´ e s´. Prosseguindo a nossa construção, a perspectiva 
linear H´ de H é a intersecção da recta OH com a recta p’  Analogamente para 
os pontos D´, C´ e G´. Obtemos assim a fig. 12. 

Consideremos agora as rectas HG e DC. Estas rectas são horizontais e 
paralelas ao plano da figura. Pertencem à família das transversais, assim des-
ignadas por Alberti. As suas perspectivas lineares obtêm-se considerando a 
intersecção com o plano da figura dos planos definidos por cada uma dessas 
rectas com o ponto de vista O. Assim, as perspectivas lineares dos segmen-

tos HG e DC são os segmentos H´G´ e D´C´ (ver fig. 12).  Finalmente, se considerarmos ainda outra família 
característica de rectas considerada por Alberti — as verticais, como por exemplo HD 
e GC — vemos que as perspectivas lineares dos segmentos HD e GC são os segmentos 
H´D´ e G´C´ do plano da figura.  Note-se que estamos a utilizar figuras em perspectiva 
cavaleira, inexistentes na época de Alberti. Assim o que Alberti podia fazer — recorrendo 
a considerações que não estamos aqui a descrever — era apresentar a figura final no plano 
da figura (fig. 13). Note-se que nesta figura Alberti não podia representar o ponto de vista 
mas apenas a sua projecção ortogonal Ce. A distância do ponto de vista ao plano da figura 
era apresentada num segmento horizontal auxiliar — na fig. 13 o segmento d. No capítulo 
que dedicaremos a Piero della Francesca apresentaremos o modo como rigorosamente, 
mas sem recorrer à perspectiva cavaleira, Piero descreve as construções em perspectiva 
linear (ou dos pintores, como diz Piero...)

LT

p s

q´ r

p´

q r´

s´

plano da figura

D' C'

G'H'
Ce

GH

A B

D
C

FE

L

Ft

O

Fig. 12 

LT

C'

G'

D'

H'

Ce

A B

FE

d

Fig. 13 

video_fig_13.mov

video_fig_12.mov
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Masaccio (em preparação)
A figura mostra uma das primeiras pinturas 

que foram feitas de acordo com as regras matemáticas  (da perspectiva linear).
O artista que  a pintou foi Masaccio (1420-28).

Deve ter sido um génio extraordinário, porque sabemos que morreu aos 28 anos, 
e que entretanto já tinha feito uma verdadeira revolução na pintura.   

Esta revolução não consistiu apenas na técnica da pintura em perspectiva, 
embora por si mesmo isso já deve ter sido espantoso de início.

Podemos imaginar como ficaram estupefactos quando esta pintura mural 
foi destapada e parecia ter feito um  buraco na parede

através do qual podiam observar 
uma capela fúnebre no estilo moderno de Brunelleschi. 

Mas talvez ainda mais admirados 
pela simplicidade e grandeza das figuras 

que eram enquadradas por esta nova arquitectura.

E. H. Gombrich. The Story of Art

Fig. 14. Masaccio. Santíssima Trindade. 
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Fig. 15. Masaccio. O dinheiro do tributo
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Donatello (em preparação)

Se nos lembrarmos das estátuas góticas que rodeavam as grandes catedrais
vemos imediatamente como Donatello rompeu com o passado.

Essas estátuas góticas  pairavam ao lado dos portais 
em filas solenes e calmas, parecendo seres de outro mundo.

O S. Jorge de Donatello está firmemente assente no chão, 
com os pés assentes resolutamente no chão, 

mostrando não estar disposto a ceder uma polegada.
A sua face não tem nada da beleza serena e vaga dos santos medievais

— é plena de energia e concentração.

E. H. Gombrich. The Story of Art

Fig. 16. Donatello. São Jorge. 
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Donatello. Banquete de Herodes 
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Piero della Francesca 
[A fig. 17] mostra a famosa lenda do sonho

que leva o Imperador Constantino a aceitar a fé cristã.
Antes de uma batalha crucial com o seu rival,

sonhou que um anjo lhe mostrara a Cruz e dissera:
“Segue este sinal e serás victorioso”.

Piero dominava a arte da perspectiva completamente
e o modo como mostra a figura do anjo em primeiro plano

é tão forte que chega a ser confusa numa reprodução pequena.
Mas a estes efeitos geométricos [...]

juntou-lhe um outro de igual importância: o tratamento da luz.
Nesta pintura, a luz não serve apenas para modelar

as formas das figuras, mas tem uma importância igual 
à da perspectiva ao criar uma ilusão de profundidade.

E. H. Gombrich. The Story of Art

Piero della Francesca (c. 1412-1492) é hoje reconhecido como um dos mais importantes 
pintores do Renascimento. Foi um reputado matemático, tendo escrito três obras:

• Trattato d’abaco — um livro semelhante aos que eram escritos para as chamadas escolas 
de ábaco, existentes em Itália depois do séc. XIII e destinadas ao mundo comercial;

• Libellus de quinque corporibus regularibus — livro sobre os sólidos regulares com pro-
blemas semelhantes aos do livro anterior;

• De prospectiva pingendi — tratado de perspectiva para pintores.

Fig. 18. Piero della Fancesca.  O sonho de 
Constantino, c. 1460
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Piero era filho de um comerciante próspero de Borgo San Sepolcro e começou por ser aprendiz num pin-
tor local. Sabe-se que em 1439 trabalhava no atelier de Domenico Veneziano, em Florença. Prosseguiu a sua 
carreira como pintor em diversas cidades italianas, como Ferrara, Rimini, Arezzo, Roma e Urbino.

No âmbito do que nos propomos neste livro, é importante referir partes da sua obra sobre perspectiva 
que ajudam a compreender quais os seus pontos de partida para a utilização da perspectiva linear na arte do 
Renascimento. As primeiras linhas do De Prospectiva Pingendi sintetizam de forma exemplar os propósitos 
de Piero ao escrever este livro:

A pintura engloba em si três partes principais que designaremos por desenho, medida e cor. Por 
desenho entendemos os perfis e contornos que delimitam qualquer coisa. Por medida, entendemos 
a colocação, nos seus lugares e na sua proporção, desses perfis e contornos. Por cor, entendemos a 
atribuição das cores tais como se apresentam nas coisas, claras e obscuras quanto as luzes as fazem 
variar. Destas três partes, apenas irei tratar da medida, que se chama perspectiva, misturando um 
pouco o desenho, porque sem ele nada se poderia demonstrar; deixaremos de lado a cor e trata- re-
mos desta parte que se pode demonstrar com rectas, ângulos e proporções, quando falamos de pon-
tos, rectas, superfícies e corpos [sólidos]. 

Esta parte comporta em si cinco divisões: a primeira é a visão, ou seja o ponto de vista; a segunda 
é a forma da coisa vista; a terceira é a distância do ponto de vista à coisa vista; a quarta é o conjunto 
de rectas que partem do contorno da coisa vista em direcção ao ponto de vista; a quinta é o plano 
da figura que se encontra entre o ponto de vista e a coisa vista, e onde pretendemos representar as 
coisas.

Substituímos alguns termos usados por Piero della Francesca por termos que já utilizámos ao comen- 
tar os textos de Alberti, para permitir comparar melhor os dois textos. É importante salientar também que 
sempre que utilizamos a palavra perspectiva poderíamos acrescentar linear, pois é essa noção de perspectiva 
a que se estão a referir Alberti e Piero della Francesca, e não ao conceito geral de perspectiva, no sentido 
clássico de sinónimo de óptica.

O livro De prospectiva pingendi aborda de forma muito completa e detalhada muitos aspectos relevantes 
da utilização da perspectiva linear na pintura, naturalmente por uma forma diferente da que adoptamos no 
Apêndice c) deste livro. Iremos descrever em seguida o método geométrico desenvolvido por Piero para 
abordar com sucesso a construção em perspectiva linear das situações que imaginou e pintou, o que nos 
permitirá em seguida estudar mais detalhadamente a sua pintura mais famosa, A Flagelação.
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Como o destino deste texto é a sua possível utilização no ensino secundário, a nossa descrição do méto- 
do de Piero irá tomar como ponto de partida o conhecimento de conceitos geométricos espectável nos 
alunos e professores, e que podem ser completados nas Notas sobre Geometria, que serão incluídas no final 
deste livro.

A. Método de Piero para a construção matemática da perspectiva linear nas suas pinturas

Na parte inicial dos seus textos, tanto Piero como Alberti abordam este tema. Alberti não apresenta     
figuras e Piero apresenta instruções muito detalhadas e acrescenta múltiplas figuras. Para facilitar aos nos-
sos leitores actuais a compreensão do método de Piero utilizaremos a perspectiva cavaleira, ainda ignorada 
na época de Piero. Podemos supor que Piero, quando considerava objectos no espaço tridimensional, os via 
dispostos em perspectiva cavaleira — como nós os representamos agora. E depois construía concretamente 

as suas imagens em perspectiva linear, desenhan-
do-as no plano da figura (que iremos designar 
por π2).

O método fundamental de Piero para usar 
a perspectiva linear nas suas pinturas consiste 
em supor que os corpos e objectos a representar 
estão num espaço tridimensional em que existe 
um quadrado horizontal ABCD pavimentado 
(fig. 19). Podemos imaginar a extensão desse 
quadrado e da sua pavimentação a qualquer 
região do plano horizontal, como se estivésse-
mos a preparar a planta de um edifício ou de 
uma fortificação, como era comum nessa época. 
Note-se que, se temos como objectivo desenhar, 
em perspectiva linear, os corpos e objectos que 
acrescentarmos sobre o plano horizontal π1, de-
veremos incluir, na situação imaginada por Piero 
e representada por nós na fig. 19:

Ver Notas sobre Geometria, 
no final deste livro.

fig. 19
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• O plano da figura π1, onde traçaremos os corpos e objectos em perspectiva linear;
• O ponto de vista, O (de occhio);
• A projecção ortogonal de O no plano horizontal, Ft (de foot). O ponto L permite deslocar o ponto de vista 
lateralmente.

Se Piero pudesse usar esta figura em perspectiva cavaleira, podíamos imaginá-lo a traçar rectas unindo 
o ponto O aos diversos pontos do quadrado ou dos objectos e corpos situados para lá do plano π2, para 
depois, por intersecção com o plano da figura π2, determinar as respectivas imagens em perspectiva linear.

Centenas de anos antes de o poder fazer, como irá Piero progredir?
Piero apenas pode desenhar figuras no plano da figura, e portanto de início apenas tem disponíveis como 

pontos de partida o lado AB do quadrado horizontal e a recta LT. Precisa obviamente de localizar o ponto 
de vista, e acrescenta portanto, no plano da figura:
• o chamado ponto cêntrico Ce, projecção ortogonal do ponto de vista O sobre o plano da figura;
• o ponto O*, situado numa horizontal passando por Ce e a uma distância de Ce igual à distância do ponto 
de vista O ao plano da figura.

Assim a fig. 20, representa o plano da figura — ou seja, a folha de papel em que Piero irá traçar as suas 
figuras em perspectiva linear. Daqui em diante, iremos ver como pouco a pouco Piero irá construir um pro-

cesso de desenhar na fig. 20 a perspectiva linear de objectos situados no 
espaço imaginando as construções em perspectiva cavaleira. Note-se que 
na fig 20 alteramos o ponto de vista movendo Ce e O*, enquanto na fig.19 
o que devemos mover são os pontos O, Ft e L. 

O primeiro e mais importante objectivo das construções de Piero que 
se seguem é a construção em perspectiva linear do quadrado ABCD e da 
sua pavimentação. Com efeito, a partir daí, Piero irá ter disponível uma 
espécie de pavimentação do plano da figura, a partir da qual a construção 
de corpos referenciados por essa pavimentação será quase imediata, 
como veremos. 

Esta é sem dúvida uma ideia fundamental que nasce na mente deste 
artista matemático e que irá constituir o método central da pintura em 
perspectiva linear do Renascimento. Iremos descrevê-lo passo a passo.fig. 20

Acrescentámos na fig. 19 as 
posições onde ficariam situ-
ados nessa figura em cavalei-
ra os pontos Ce e O*. 
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1. Perspectivas lineares das rectas AD, r, s, t  e  BC.
As rectas referidas são todas ortogonais ao plano da figura. Na secção que       

dedicámos a Alberti já mostrámos como as suas perspectivas lineares são as rectas 
que unem A, R, S, T e B com o ponto Ce. (fig. 21). 

2. Perspectivas lineares das rectas AB, u, l, w e DC.
Estas rectas são todas paralelas a LT. Em consequência, as suas perspectivas 

lineares são rectas do plano da figura também paralelas a LT (está a ver porquê, 
leitor?). Assim sendo, bastará determinar um ponto de cada uma dessas rectas para 
a podermos traçar. Para isso iremos partir de uma cópia simplificada da fig. 19 mas 
em que suporemos que o ponto L coincide com o ponto B. (fig. 22). Como deter-
minar, por exemplo, o ponto C´? Os dois quadriláteros OCeCFt e O*CeAFp são      

iguais, e portanto as suas diagonais OC e O*A inter-
sectam-se  num mesmo ponto do segmento CeB, que 
é portanto o ponto C´. De forma análoga podemos 
obter os pontos W´, V´ e U´. E como já vimos, podem-
os traçar as perspectivas lineares u´, v´e w´ das rectas 
u, v e w. Provámos desta forma a veracidade da con-
strução da perspectiva linear do quadrado pavimenta-
do A´B´C´D´ apresentada por Piero della Francesca no 
seu De prospectiva pingendi.

O desenho base a partir do qual Piero irá  represen-
tar muitas das suas obras (fig. 23, pág. seguinte) inclui 
• o plano da figura;
• a linha horizontal a que actualmente chamamos linha 
terra LT;
• a perspectiva linear do quadrado pavimentado 
ABCD, em que AB é um lado contido na LT;

fig. 21
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fig. 22
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LT

di'

di''

π2

C''D''

D' C'

B''A''

Ce O*

fig. 23 fig. 24

• o rebatimento A’’B’’C’’D’’ sobre o plano da figura do quadrado ABCD: 
• e a diagonal do quadrado di ( di´´ no quadrado rebatido e di´ no quadrado em perspectiva linear).

Iremos mostrar como este ponto de partida de Piero nos permite obter a perspectiva linear  de figuras 
geométricas e corpos existentes ou imaginados para lá do plano da figura. Como exemplo esclarecedor, 
iremos imaginar um cubo e determinar, seguindo os métodos de Piero, a sua perspectiva linear (no plano 

da figura). Iremos começar por repetir a fig. 23, mas agora supondo a existência 
de cubo com uma posição bem definida no plano horizontal. Para facilitar a com-
preensão da situação, começamos por imaginá-la em perspectiva cavaleira.

Consideremos o cubo UVCZKLMN  na fig. 24, em que Z e V são os pontos 
médios dos segmentos da pavimentação a que pertencem. E propomo-nos deter-
minar a perspectiva linear deste cubo (no plano da figura), tendo como ponto de 
partida a situação construída na figura 23 por Piero.  Note-se que isso nos vai obri-
gar a, partindo apenas do plano da figura, construir perspectivas lineares de figuras 
no plano horizontal mas também de pontos e segmentos fora desse plano,  isso será 
o aspecto mais interessante, por assim dizer, da construção que iremos fazer. 

video_fig_22.mov

video_fig_23.mov
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Piero dellaFrancesca.  A Flagelação 
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Durer (em preparação)

   

Fig. 25. Durer. Lebre, 1502. 
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Durer. S. Jerónimo ne estúdio. 



26

Notas sobre as geometrias descritiva, cavaleira e linear  
I. Breve apresentação da Geometria Descritiva

A geometria descritiva tem duas finalidades: 
a primeira, 

é fornecer os métodos para representar sobre uma folha de papel, 
que  tem apenas duas dimensões, comprimento e largura,

todos os corpos da natureza que têm três 
— comprimento, largura e profundidade — 

desde que  estes corpos possam ser definidos rigorosamente;
 a segunda,

é dar um processo de reconhecer, 
a partir de uma descrição exacta, as formas dos corpos, 

e daí deduzir todas as verdades que resultam 
tanto da sua forma como das suas posições respectivas.

Gaspard Monge. Géométrie Descriptive, 1795

Desde há milhares de anos que nos habituámos a representar os corpos naturais ou construídos no 
espaço pelas suas projecções ortogonais em dois planos, um horizontal — planta/plant  —  e outro verti-
cal — alçado/elevation. Pode dizer-se que Monge, nas suas aulas de geometria descritiva na École Normale 
criada por Napoleão em 1794, onde foram professores Lagrange e Laplace, não fez mais  do que estudar       
matematicamente esse tipo de representação tradicional, útil por exemplo na construção de fortificações 
militares. Na concepção de Monge, os corpos do espaço — pontos, segmentos, rectas, ...  (excepto os planos)      
são representados pelas suas projecções ortogonais em dois planos, um horizontal e outro vertical. 

Estes planos, π1 e π2 (fig. 27, pág. seguinte), são figuras infinitas (como sempre...) mas aqui são represen-
tados por rectângulos sombreados, para visualizarmos melhor a sua posição relativa. A intersecção dos dois 
planos é uma recta designada por Linha Terra (lt). 

Em português é habitual designar por vista de cima e por vista de frente respectivamente a projecção de 
uma figura no plano horizontal π1 e no plano vertical π2.

Gaspard Monge (1746-1818)Fig. 26. Gaspard Monge (1746-1818
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A fig. 27 mostra os dois 
planos π1 e π2 como dois 
rectângulos iguais, num tipo 
de visualização especial que 
será sistematizada posterior-
mente com a designação de 
perspectiva cavaleira. 

Na figura estão representados:
• Dois pontos P e Q, a recta r que definem, e as respec-
tivas projecções P1, Q1 e r1 (no plano π1) e P2,Q2 e r2 
(no plano π2). Assim, por exemplo, a vista de cima da 
recta r é a recta r1 e a vista de frente do ponto Q é Q2 .
• Um prisma recto ABCDEF de base triangular e as 
suas vistas de cima e de frente. 
• Um plano α. Note-se que a representação de um 
plano no sistema de projecções da geometria descritiva 
consiste em traçar as rectas de intersecção do plano — 
designadas por traços do plano — com os dois planos 
de projecção, no caso α1 e α2.  Os traços intersectam-se 
obviamente na linha terra. No caso de um plano para-
lelo à linha terra, os traços α1 e α2 são paralelos a lt.

Monge, no texto que transcrevemos, afirma que a 
representação é  “sobre uma folha de papel, que  tem  
apenas duas dimensões”. A fig. 27 é assim apenas o 
primeiro passo…

O segundo consiste em efectuar uma rotação de 90º 
de um dos planos — por exemplo π1 — em torno de lt, 

ficando assim a coincidir  com π2.  Ficamos assim com um único plano — o da folha de papel ou do ecrã de 
computador – que resulta da sobreposição de π1 e de π2. 

O espaço está agora representado num único plano (fig. 28, pág. seguinte). Cada corpo desse espaço é dado 
agora por duas figuras (as chamadas vistas). Consideremos por exemplo a recta r. A sua projecção no plano 
π1 (agora confundido com π2) é designada por vista de cima da recta r e e leva o índice 1 — fica com a eti-
queta r1; a sua projecção no plano π2 é designada por vista de frente da recta r e e leva o índice 2 — fica com 
a etiqueta r2.  É a partir de cada par de figuras que passamos a visualizar  o corpo que lhes deu origem. Os 
rectângulos desaparecem, pois tornam-se desnecessários, há agora um único plano (que representa π1 e π2 ). 

lt
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P
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Fig. 27. 
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Note-se que para esta posição do prisma as vistas de algumas arestas se reduzem a um ponto: por exemp-
lo, a vista de cima da aresta vertical DA é um ponto. 

É este tipo de figura — com as vistas de cima e de frente dos corpos 
que queremos representar e com a recta horizontal lt — que será sempre 
utilizado neste livro para, em geometria descritiva: 
(1) apresentar os dados de um problema; 
(2) efectuar as construções necessárias para a sua resolução; 
(3) apresentar a solução. 

Note-se portanto que os próprios corpos nunca são representados, 
escepto quando pertencem aos planos de projecção... 

II. Problemas elementares de Geometria Descriti-
va

Iremos agora enunciar e resolver a sequência dos seis primeiros prob-
lemas, necessariamente elementares, que Monge propunha aos seus 
alunos. 

É muito importante que o leitor — se nunca estudou geometria 
descritiva — e os seus alunos — se, neste nível elementar adoptado aqui, 
a descritiva vier a ser incluída no ensino não universitário para todos 
os alunos, dada a sua importância no desenvolvimento das capacidades 
de visualização e a sua relevância do ponto de vista cultural, como tema 
maior na história da matemática tentem — numa folha de papel, como 
diria Monge, ou num ecrã de computador e com a ajuda de um programa 

de geometria dinâmica, como fazemos agora — partir dos dados de cada problema e visualizar e efectuar as 
construções geométricas necessárias para a sua resolução.  

Para simplificar o texto, escreveremos A(A1,A2) com o significado de ponto A com vistas A1 e A2, e r(r1,r2) 
com o significado de recta r com vistas r1 e r2. 
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Fig. 28. 
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P1.  Sendo dado um ponto A(A1,A2) e uma recta r(r1,r2), construir uma recta s(s1,s2) paralela a r e conten-
do A. 

Iremos começar por mostrar a situação em geometria descritiva e apresentar uma proposta de 
solução. Reconheça na fig. 29 o ponto A(A1,A2) e a recta r(r1,r2). Afirmamos que a recta s(s1,s2), em que 
s1 é paralela a r1 e contém A1 e s2 é paralela a r2  e contém A2, é a recta solução do problema. 

Reconheça na fig. 30 a mesma situação mas agora em perspectiva cavaleira — mostrando os objectos 
dados (ponto A e recta r) no espaço e não apenas as suas vistas. 

Imagine os planos projectantes da recta r no plano horizontal α (azul) e no plano frontal β (amarelo), de 
que resultam as vistas r1 e r2. E veja como obviamente a intersecção dos planos α´ e  β´,  passando por A e 
paralelos respectivamente a α e β, têm como intersecção a recta s contendo A, cujas vistas s1 e s2 são respec-
tivamente paralelas a r1 e r2.

lt
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Fig. 29. 
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Fig. 30. 
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P2. Dado um plano α e um ponto P, determinar os traços de um plano β contendo P e paralelo a α. 
Se α e β são paralelos, então os traços α1 e β1 (resp. α2 e β2) são paralelos. O mesmo se passa com. Mas 

então, para resolvermos o problema, apenas precisamos de determinar um ponto de um dos traços de β (está 
a ver porquê, leitor?). Assim sendo, iremos resolver P2 construindo, a partir dos objectos iniciais da fig. 31 — 
o plano α(α1, α2) e o ponto P(P1,P2) — o ponto Q(Q1,Q2) de β2. 

Siga, na fig. 32, em perspectiva cavaleira, as sucessivas construções. 
1. Recta s(s1,s2), nas seguintes condições: 
• contém o ponto P — então s2 passa por P2 e s1 passa por P1; • horizontal — então s2 é paralela a lt;  • para-
lela ao plano α  — então s é paralela a todas as horizontais do plano α, em particular a α1, logo s1 é paralela 
a α1.
2. Intersecção Q(Q1,Q2) de s com β: •  Q1  é a intersecção de s1 com lt;  •  Q2  é a intersecção da perpendicular 
a lt passando por Q1 com a horizontal s2. 
3. Plano β:  • β2 é a paralela a α2  passando por Q2 ; • β1 é a paralela a s1  passando pela intersecção de β2 com 
lt.
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Fig. 32. 
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P3. São dados um plano φ (φ1,φ2) e um ponto P(P1,P2). Construir a recta p(p1,p2) — contendo P e perpen-
dicular a φ —  e o ponto Q(Q1,Q2) — intersecção de p com φ.

1. Imaginemos um plano α (amarelo)  projectante no plano π1, contendo P e ortogonal a φ1 (figs. 33 e34). 
Então: • como φ1 é a intersecção do plano φ  com o plano horizontal π1, α1 é perpendicular a φ1; • como α é 
ortogonal ao plano π1 e contém P, a recta p1, contendo P1 e perpendicular a φ1, coincide com α1.
2. Imaginemos um plano β (verde) projectante no plano π2, contendo P e ortogonal ao traço φ2 . Então 
como φ2 é a intersecção do plano φ  com o plano vertical π2, e β2 é perpendicular a φ1, a recta p2, contendo 
P2 e perpendicular a φ2, é a vista de frente da perpendicular a φ passando por P. Fica assim concluída a con-
strução da recta p. 

Deixamos como problema 
ao leitor justificar que a 
construção a azul da fig. 
33 determina o ponto Q 
pedido.
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P4. Dada uma recta r e um ponto P, construir o plano α contendo P e ortogonal à recta r.
Sabemos que os traços (horizontal e vertical) de α deverão ser perpendiculares às vistas — resp. de 
cima e de frente — da recta r (do problema anterior) e que para os traçar basta conhecer um ponto 
de um deles (de P2). Então, se determinarmos a intersecção com o plano π2 de uma recta horizontal 
passando por P (construção a tracejado), obtemos um ponto do traço α2 e o problema fica resolvi-
do.(fig. 35)

P5. Dados dois planos α e β, determinar a  sua intersecção k. 
Os pontos de intersecção dos traços do mesmo nome, N e M, pertencem a ambos os planos e 
portanto a recta que definem, k(k1,k2), é a intersecção dos dois planos. (fig. 36)  
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P6. Dados dois planos α e β, determinar o ângulo que 
fazem entre si.

Neste problema iremos partir da sua visualização no 
espaço, com os dois planos de projecção ainda ortogonais 
um ao outro (fig. 37). Os planos α e β são dados pelos seus 
traços. A estratégia de resolução deste problema será a se-
guinte:
1) Construção da sua intersecção k. 
2) Construção de um plano γ ortogonal a k. Construção das 
intersecções A e B de γ1 com α1 e β1.   
3) Construção da intersecção C de γ com k.  

4) O ângulo entre os planos α e β é o ângulo interno do 
triângulo ABC no vértice C. Mas obviamente, esse ângulo em 
perspectiva não está em verdadeira grandeza. Será portanto 
necessário obter o triângulo ABC em verdadeira grandeza.  
Prosseguimos com a resolução dos passos 1) a 4) em geo-
metria descritiva (fig. 12).
1) A intersecção dos planos α e β é a recta k(k1,k2) que passa 
pelos pontos M1 — intersecção de α1 e β1 — e N2 — inter-

secção de α2 e β2.
2) Já sabemos do problema P3 que os traços de γ são perpendiculares às vistas (do mesmo nome) de k. 
Como apenas iremos necessitar do traço horizontal de γ, traçamos a recta γ1 perpendicular a k1, e designa-
mos por A e B as suas intersecções com α1 e β1 e por D a intersecção com k1. 
3) Num processo habitual em geometria descritiva, para a construção do ponto C vamos fazer uma rotação 
do plano projectante horizontal de k em torno da sua intersecção N2N1 com π2 N2N1, no sentido retrógra-
do, até esse plano se confundir com o plano de frente (bastaria que ficasse paralelo ao plano de frente para 
permitir a construção que vamos fazer). Assim, os pontos D e M1 e a recta k são transformados respectiva-
mente em D´,M1´ e k´.  Se pelo ponto D´ tirarmos uma perpendicular a k´, a intersecção será o transforma-
do C´ de C pela rotação e, assim sendo, o ponto C2 obtém-se pela intersecção de uma horizontal passando 
por C´ com a recta k2 e depois obtém-se a outra vista C1 por uma construção óbvia.    
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Fig. 38Figura 13
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4) O segmento D´C´, que designaremos por h, é obviamente a altura do triân-
gulo ABC relativa ao ponto C. Portanto, se traçarmos a circunferência de cen-
tro D e raio h, e determinamos a sua intersecção com k1 , obtemos o triângulo 
ABC em verdadeira grandeza, como pretendíamos. E em consequência, o 
ângulo (a vermelho) entre os planos α e β, como era pedido.

Problemas propostos

P7. Dadas duas rectas AB e AC, que se intersectam num ponto A exterior aos 
planos de projecção, construir o ângulo que formam entre si.

P8. Dadas as projecções de uma recta e os traços de um plano, construir  ân-
gulo que a recta e o plano formam entre si. 

P9. Sendo dados o ângulo que duas rectas formam entre si e os ângulos que 
formam uma e outra com o plano horizontal, construir a projecção horizon-
tal do primeiro destes ângulos.
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III. Breve apresentação da perspectiva cavaleira
Nesta secção faremos uma apresentação elementar da perspectiva cavaleira, o suficiente para uso cor-

rente e de suporte à construção da perspectiva linear ou “dos pintores”. O leitor que pretenda desenvolver 
os seus conhecimentos neste tipo de perspectiva, em todos os seus aspectos, deverá recorrer à abundante 
literatura existente. 

Imagine que um dos seus alunos lhe pedia para, numa simples figura, mostrar o que era um cubo e que 
tinha à sua disposição as duas seguintes (I e II)...(fig. 39). A represen-
tação I é a da geometria descritiva, a representação II a da perspectiva 
cavaleira... Não é certamente difícil prever que o leitor escolheria a 
representação em perspectiva cavaleira, embora, se quisesse avançar 
um pouco mais na explicitação do que é um cubo, acrescentaria que 
as arestas são todas iguais e porventura outras considerações sobre a 
perpendicularidade entre algumas faces — embora este aspecto seja 
mais intuitivo. Pelo contrário, a igualdade das arestas e a perpendic-
ularidade de quaisquer duas faces adjacentes podem deduzir-se da 
representação I — embora seja essencial, para a compreensão do que 
está representado, referir que se trata de um poliedro. Na actualidade, 
somos permanentemente sujeitos — na televisão e nas imagens dos 
jornais — a representações em perspectiva cavaleira, daí a sua im-
portância cultural e razão para a sua inclusão na educação matemáti-
ca para todos. 

Nas páginas anteriores sobre geometria descritiva, por exemplo na 
resolução de problemas, o leitor deve ter reconhecido a importância 
de considerar, para além das figuras próprias da geometria descriti-
va, a sua transcrição em perspectiva cavaleira. Para facilitar a com-
preensão dos procedimentos que iremos adoptar no estudo da per-
spectiva linear, utilizaremos frequentemente a perspectiva cavaleira, 
para o que partiremos da sua construção. 
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Se considerarmos um corpo k no espaço, a perspectiva cavaleira de k obtém-se efectuando uma projecção 
paralela oblíqua de k num plano vertical π. Ou seja, dada uma direcção d no espaço (por meio de um seg-
mento, semi-recta ou recta), faz-se passar por cada ponto P do corpo k  —ou, pelo menos, pelos pontos 
suficientes para definir k — uma recta com essa direcção e constrói-se a sua intersecção P´ com o plano π. 
A partir dos pontos P´ obtém-se a imagem k´ de k, que é designada por perspectiva cavaleira de k relativa à 
direcção d.  Naturalmente, excluem-se a direcção perpendicular e as direcções paralelas ao plano π.  

Estamos apenas interessados, neste livro, em obter a perspectiva cavaleira de objectos de que conhecemos 
a  representação em geometria descritiva. 

Portanto iremos partir sempre dos dois planos com que iniciámos a introdução à geometria descritiva, 
os planos π1 e π2. Tomaremos sempre como plano vertical π o plano π2 (fig. 40). Os rectângulos destinam-se 
apenas a mostrar a posição relativa dos planos, pois estes são sempre “infinitos”... 

Note que, além dos planos π1 e π2, traçámos uns segmentos que definem um paralelipípedo. Este expedi-
ente apenas se destina a sugerir o espaço tridimensional em que os planos se situam e permite por exemplo 

desenhar e visualizar a direcção d (a vermelho) da perspecti-
va cavaleira e as suas vistas d1 e d2.

Dado um ponto P(P1,P2), o que pretendemos é efectuar 
uma construção geométrica que nos dê a sua perspectiva 
cavaleira, ou seja a sua projecção P´ no plano π na direcção 
d(d1,d2). 

Essa construção é bem fácil de conceber, se observarmos a 
fig. 14:
• tiramos a paralela n a d1, passando por P1, e a paralela m a 
d2, passando por P2;
• pelo ponto de intersecção de n com lt tiramos uma perpen-
dicular w a lt;
• o ponto P´, intersecção de w com m, é a perspectiva cava-
leira P´ de P segundo a direcção d. 

Como é evidente, a posição de P´ no plano π  depende da 
direcção d escolhida. Coloca-se então a questão: que direcção 
escolher? 
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Efectuámos construções em perspectiva cavaleira de um cubo. correspondentes a várias escolhas da di-
recção de projecção d (fig.41). Qual dos três casos escolheria o leitor para representar um cubo?

A direcção mais frequentemente adoptada é a correspondente ao caso (3) e pode ser definida como sen-
do aquela em CB/BA=.5 e o âng DCB=30º. Esta direcção de projecção será sempre a escolhida neste livro, 
salvo menção em contrário.

As figuras anteriores que auxiliaram a compreensão da resolução dos problemas de geometria descritiva, 
foram todas construídas a partir das vistas e utilizando a perspectiva cavaleira correspondente a esta di-
recção de projecção. 

Utilizaremos com frequência (como já temos feito até aqui) a perspectiva cavaleira, para ajudar a vi-
sualização no que se segue. Para isso criámos uma ferramenta no Sketchpad — e o mesmo pode ser feito 
noutros programas de geometria dinâmica, como o Geogebra  — que designámos por des ---> cav — que 
transforma a representação em geometria descritiva na correspondente representação em perspectiva cava-
leira. 

(3)(2)

(1)
m∠DCB = 30° m CB

m BA  = 0.5
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III. Perspectiva linear ou “dos pintores”

A perspectiva linear é o tema central deste livro e iremos nas próximas páginas salientar as suas princi-
pais características. Para uma primeira apresentação iremos servir-nos da gravura de Dürer que ilustra a 
capa deste livro — Desenhando um alaúde ((fig. 42). O pintor – sentado – e o seu assistente montaram um 
sistema de trabalho em que podemos distinguir:
1. Um prego na parede O (do italiano occhio) que nós designaremos por ponto de vista. Pretende represen-
tar os olhos de um pintor que estaria a desenhar o alaúde. Estamos a supor que o ponto de vista pode ocu-
par diversas posições.. 

2. Uma moldura rectangular vertical M que se pode 
deslocar sobre uma mesa, aproximando-se ou af-
astando-se do ponto de vista (ver composição da 
estrutura mais abaixo). 
3. Um alaúde A sobre a mesa 
4. Um fio esticado F desde o prego O até um ponto P 
do alaúde (missão do ajudante). 
5. A moldura M comporta 
• duas hastes finas H1 e H2, uma horizontal e outra 
vertical, que se podem deslocar paralelamente aos 
lados do rectângulo (fig. 43). 
• Um rectângulo de madeira R (contendo uma folha 
de papel) com as dimensões do interior da moldura, 
que está ligado e 
roda em torno de 
um dos lados ver-
ticais da moldura, 
podendo fechar 
e abrir a moldura 
(missão do aju-
dante) deixando 
as hastes H1 e H2 
do lado do pintor. 

H2

H1

M

Figura 18Fig. 43
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O pintor desenha o alaúde a partir de um conjunto de pontos traçados pelo seguinte processo:
i) O assistente afasta o rectângulo de madeira da moldura, faz passar a ponta livre do cordel pelo interior da 
moldura e estica o cordel até colocar essa ponta do cordel num ponto P do alaúde.
ii) O pintor move as hastes H1 e H2 até estas se cruzarem no ponto do cordel que está no plano da moldura.
iii) O assistente coloca a ponta do cordel de modo que não impeça o movimento do rectângulo de madeira 
e roda este até fechar a moldura.
iv) O pintor marca um ponto no papel na intersecção das duas hastes. Naturalmente, o pintor marca tantos 
pontos sobre o papel quantos os necessários para o desenho.  

A perspectiva linear foi utilizada correntemente pelos pintores do Renascimento e inventada e estudada 
por alguns deles, como veremos no cap. III. Daí o atributo  “dos pintores”. 

Em suma, podemos dizer que a perspectiva linear procura representar numa figura plana um corpo situ-
ado no espaço — por exemplo paisagens, edificações, pessoas, ou qualquer tipo de objectos — de tal forma 
que o desenho obtido represente o que uma pessoa veria ao olhar para esse corpo e pressupõe: 
1. Um ponto O, designado habitualmente por ponto de vista. 
2. Um plano – designado por plano da figura (que não tem que ser vertical, mas que suporemos neste 
livro sempre vertical)
3. Um processo — designado por perspectiva linear — para traçar nesse plano uma figura, que consiste 
em registar no plano da figura os pontos de intersecção das rectas que unem os pontos dos objectos ou 
corpos que pretendemos representar com o ponto O (daí o adjectivo linear).

Iremos prosseguir com o estudo das características e processos de trabalho relativos à perspectiva lin-
ear, um dos objectivos principais deste livro. Com esse fim, inspirados na gravura de Dürer mas com o 
objectivo de podermos mostrar, numa figura plana, construções geométricas executadas no espaço, iremos 
adoptar uma visualização do espaço — baseada na perspectiva cavaleira — que consiste no seguinte (ver fig. 
44, pág. seguinte):
• existem dois planos de referência (análogos aos da geometria descritiva) π1 horizontal e π2 vertical, repre-
sentados por dois rectângulos sombreados; 
• um ponto é representado, nesta visualização do espaço, por dois pontos, P e P1, em que P1 representa a 
projecção vertical do ponto no plano π1;
• uma recta é representada por um segmento passando por dois pontos P e Q da recta, mas devemos acres-
centar ainda, para a recta ficar bem identificada, os pontos P1 e Q1; 
• no estudo da perspectiva linear, o plano π2  será tomado como plano da figura, e colocaremos o ponto de 
vista O (do italiano occhio) do lado de cá do plano π2 e os objectos ou corpos a representar do lado de lá; 
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mas, naturalmente, será necessário incluir na figura o ponto F (do inglês foot), projecção vertical de O no 
plano π1;
• a título de exemplo (informações mais detalhadas seráo dadas posteriormente), acrescentamos na figura 
— a vermelho — as perspectivas lineares da recta PQ e do cubo ABCDEFGH. 

A figura em que estaremos a trabalhar é assim um espaço de trabalho que é a perspectiva cavaleira do 
espaço real tridimensional.
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Relações entre a geometria descritiva, a perspectiva cavaleira 
e a perspectiva linear

Antes de estudarmos com mais detalhe a perspectiva linear, iremos apresentar as relações entre os três 
modos de representação que estamos a utilizar e criar ferramentas no Sketchpad para simplificar as transfor-
mações entre essas modalidades de representação.  Para isso iremos utilizar as diferentes representações de 
um cubo.   

Descritiva --> cavaleira
Partimos das vistas de um cubo em descritiva (parte direita da fig. 45) . Construímos no lado esquerdo da figu-
ra a perspectiva cavaleira do mesmo cubo. Os planos π1  e π2 são indicados pelos rectângulos sombreados.

video_fig_45.mov
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Descritiva --> linear
Iremos agora construir a representação em perspectiva linear do cubo a partir da sua representação em 

geometria descritiva. Começamos por criar um ponto de vista O, que será dado pelas suas vistas O1 e O2 (a 
azul na fig. 46). Os dois planos referidos na pág. 41 são os planos π1 e π2 da geometria descritiva., sendo o 
plano π2 o plano da figura. A determinação de A’, imagem em perspectiva linear do vértice A do cubo ob-

tém-se efectuando as seguintes construções geométricas (a ver-
melho na figura):
• recta a unindo o ponto de vista O ao vértice A do cubo — as vis-
tas a2 e a1 da recta a são respectivamente as rectas O2A2 e O1A1;
• ponto A’, intersecção da recta a com o plano da figura, π2 —  a 
vista A’1 é a intersecção de a1 com LT e a vista A’2 é a intersecção de 
a2 com a recta m — perpendicular a LT passando por A1. 

As imagens em perspectiva linear dos restantes 7 vértices do 
cubo obtêm-se repetindo para cada ponto esta sequência de     
construções. Por essa razão, foi construída no Sketchpad uma fer-
ramenta (tool) designada por des-->>-- lin. 

Poderá encontrar, no website de apoio a este livro, um vídeo    
cubo_des  ---> lin descrevendo toda a construção que leva da 
imagem do cubo nas vistas da geometria descritiva à imagem do 
cubo em perspectiva linear. Poderá ainda ver, no mesmo vídeo, as 
diferentes imagens do cubo quando variamos a posição do ponto 
de vista. 

Em qualquer caso, como já referimos anteriormente, as vistas 
do cubo em geometria descritiva não permitem uma visualização 
satisfatória do espaço, pelo que o recurso à perspectiva cavalei-
ra, como já foi demonstrado neste livro, facilita enormemente a        
visualização dos objectos e das suas relações no espaço. Por essa 
razão, passaremos em seguida à descrição da construção da per-
spectiva linear de um cubo a partir da perspectiva cavaleira. 

video_fig_46.mov
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Cavaleira --> linear
Vamos descrever como podemos construir a perspectiva linear de um cubo a partir da sua perspectiva 

cavaleira (que num ponto anterior obtivemos a partir da representação em geometria descritiva). Na figura 
47 vemos um cubo em perspectiva cavaleira e um ponto de vista (O,F).  A vermelho vemos a construção da 
perspectiva linear do vértice A, que consiste nos passos seguintes:
• construção da recta k unindo o ponto de vista O com o ponto A;
• construção ds recta l unindo o ponto F com a vista de cima do ponto A;
• contrução do ponto M, intersecção da recta l com a recta de intersecção do plano π1 com o plano π2; 
• construção da recta n, vertical passando pelo ponto M;
• o ponto A’, perspectiva linear do vértice A, será a intersecção de n com k. 

A representação linear dos restantes vértices obtém-se utilizando a ferramenta cav-->>>--lin.
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video_fig_47.mov
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Perspectiva linear

Ponto de fuga ou vanishing point

Uma das noções fundamentais ligadas à perspectiva linear é a de ponto de fuga. Para a compreender, 
temos que tomar consciência de que este e outros conceitos que surgem na perspectiva linear pertencem 
ao domínio da geometria projectiva, no seio da qual estamos a trabalhar. De resto, a geometria projectiva 
começou a tomar forma nos trabalhos de Desargues e Pascal (ver bibliografia), dois matemátivos do perío-
do renascentista. Portanto, o leitor não deve estranhar que os “pontos do infinito” comecem a surgir no 
nosso texto. Rectas paralelas, que na geometria de Euclides não se encontram, na geometria projectiva de 
Poncelet têm como ponto comum um ponto no infinito. Um feixe de rectas paralelas contidas num plano 
π têm como ponto comum um ponto do infinito do plano π. Um outro feixe de rectas paralelas do mesmo 
plano têm como ponto comum um outro ponto infinito do plano π. Os pontos do infinito de um plano 
formam a recta do infinito desse plano. Dois planos paralelos na geometria de Euclides não se encontram, 
na geometria projectiva intersectam-se na recta do infinito comum dos dois planos. 

O que transporta para a perspectiva linear os conceitos da geometria é, como seria de esperar, o papel 
central que desempenha neste tipo de representação do espaço a projecção centrada no ponto de vista. 

Vejamos como surge a importante noção de ponto de fuga.
Consideremos, no espaço de trabalho que definimos atrás, a recta r = PQ (ver fig. 49, na pág. seguinte). 

Sejam L1, L2, L3 e L4  os pontos que dividem o segmento PQ em cinco partes iguais e sejam L’1, L’2, L’3 e L’4, as 
suas imagens relativamente à perspectiva linear definida pelo ponto de vista (O,F).  

Constatamos que os comprimentos dos segmentos P´L1, L’1L’2, L’2L’3, L’3L’4 e L’4Q´ são progressiva-
mento mais pequenos.  

(Diria Euclides: Era de esperar, eu já tinha afirmado isso na minha Óptica, em 300 aC!. E até pos-
so fazer um figura simples e mostrá-lo (fig. 48): avaliamos visualmente os comprimentos dos segmen-
tos P’L1’, L1’L2’, L2’L3’, L3’L4’, L4’Q’, pela amplitude dos ângulos P’ÔL1’,L1’ÔL2’,L2’ÔL3’,L3’ÔL4’,L4’ÔL5’.) 
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Construímos um ponto R sobre a recta r e a sua imagem em perspectiva linear R’. E depois, utilizando 
um comando magnífico mas pouco utilizado do 
Sketchpad, clicamos no locus r, no ponto R e na sua 
imagem R’, e finalmente no comando locus. 
Estamos desta forma a pedir ao Sketchpad que 
construa o lugar geométrico dos pontos R’ quando 
o ponto R percorre o lugar geométrico r, ou seja, 
pretendemos a imagem em perspectiva linear da 
recta r, para o ponto de vista O. 
Que nos responde o Sketchpad? 
Com uma recta a tracejado (a vermelho na figu-
ra) contendo os pontos, P, Q1, L1, L2, L3,L4,Q1, que 
termina numa seta... Portanto uma recta r’ em que 
segmentos iguais na recta original são aqui cada vez 
mais curtos, estão por assim dizer a desaparecer... 
Dir-se-ia que o Sketchpad nos está a apresentar 
uma recta a evanescer... (do inglês vanishing). 

Se construirmos, pelo ponto de vista O uma rec-
ta s paralela a r, veremos que s intersecta o plano da 
figura num ponto que designarenos por U, ponto 
esse por onde passaria  r’ se a prolongássemos... A 
geometria projectiva explica então tudo: a recta r 
tem um ponto no infinito que coincide com o pon-

to no infinito da recta OU.  Então U é a perspectiva linear desse ponto, e naturalmente a recta r´ passa por 
ele! Mas a uma distância infinita que já não podemos ver... U é o ponto de fuga da recta r´. 

Com o objectivo de estudar alguns tipos de rectas e outros aspectos da perspectiva linear que adquiriram  
relevo especial no período da sua descoberta por artistas e matemáticos, apresentamos no próximo ponto a 
vista em perspectiva linear das paredes e do interior de uma sala rectangular.             
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video_fig_49.mov
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Perspectiva linear do interior de uma sala rectangular

Apresentamos agora a vista em perspectiva linear das paredes e do interior de uma sala rectangular ABC-
DEFGH (fig. 50) mostrada em perspectiva cavaleira. 

Como espaço e objectos a representar, imaginamos apenas o teto e o pavimento decorados,  três paredes, 
uma porta, uma janela e um cubo pendurado do teto. O plano da figura irá ser o plano da parede ABFE. 
No entanto, a figura em perspectiva linear iria assim sobrepor-se aos objectos em perspectiva cavaleira. Para 
melhor visibilidade daquela figura, efectuámos, em relação a cada ponto obtido na perspectiva linear, uma 
translação de vector B--->B’.  

YX

LT

d

l

h Ce

C´

G´

E'

H´

A'

F'E'

G
H

C

B

D

A

E F

B'

F

O

Fig. 50



47

A perspectiva linear dos objectos foi obtida no Sketchpad utilizando uma ferramenta (tool) cav ---> lin 
que transforma cada ponto P da figura em cavaleira, num ponto P´ (já depois da translação B---B´)  da 
figura em perspectiva linear. 

Como a fig. 50 está muito sobrecarregada com linhas rectas coloridas auxiliares, solicitamos ao leitor que  
identifique progressivamente os seguintes elementos destas figuras:
• objectos representados em perspectiva cavaleira (paredes, janela, cubo) e os mesmos objectos transcritos 
em perspectiva linear; 
• observe as decorações no teto e no soalho, e as suas transcrições em perspectiva linear;

Note que existem numerosas rectas perpendiculares (a vermelho) ao plano da figura: as rectas definidas 
pelos segmentos E´H´, F´G´, B´C´ e A´E´; as rectas vermelhas criadas pelas decorações do soalho e do teto; 
as rectas vermelhas definidas pelos caixilhos da janela; as quatro rectas vermelhas  definidas pelas 4 arestas 
do cubo ortogonais à parede DCGH. 
Estas numerosas rectas (a vermelho na figura) são todas ortogonais ao plano da figura e passam todas por 
um mesmo ponto, designado por Ce.  Esse ponto pode obter-se da seguinte forma: construa a ortogonal ao 
plano da figura passando pelo ponto de vista O e obtenha a sua intersecção com o plano da figura e depois 
obtenha a sua translação de vector B---B´. 

O ponto assim obtido é o ponto Ce, apenas representado na fig. em perspectiva linear. Designa-se por 
ponto cêntrico (de centric). Note-se que a perpendicular ao plano da figura passando por O é paralela a 
todas as ortogonais que identificámos atrás. Essas ortogonais, sendo todas paralelas entre si,  têm um ponto 
comum no infinito. Assim, o ponto Ce não é mais do que a representação, em perspectiva linear, desse pon-
to no infinito. A recta horizontal no plano da figura passando por Ce é o horizonte (a azul na figura) para o 
ponto de vista O. 

Quanto às rectas azuis, tomemos o grupo das que, acima do horizonte, passam pelo ponto X. Represen-
tam rectas que, no teto da sala, são paralelas entre si e horizontais. Assim, as suas imagens em perspectiva 
linear — as referidas rectas azuis — encontram-se num ponto — o ponto X — que naturalmente, está no 
plano horizontal (na sua recta do infinito!). A geometria projectiva explica todas as descobertas que os pin-
tores do Renascimento foram fazendo no domínio da perspectiva linear... 
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